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WSTEP

Od 2010 roku matura z matematyki jest obowigzkowa na poziomie
podstawowym. W arkuszach maturalnych na poziomie podstawowym znajdujg
sie zadania ze standardu pigtego dotyczacego rozumowania i argumentacji,
w ktérych uczen powinien prowadzi¢ proste rozumowanie, sktadajace sie
z niewielkiej liczby krokéw. Sprawiajg one najwiecej ktopotéw, gdyz uczen nie
zawsze wie, od czego rozpoczac.

W arkuszu rozszerzonym takze zawarte s3 dwa zadania ze standardu
piatego, tzn. zdajqcy tworzy taricuch argumentow i uzasadnia jego poprawnosc.

Najtrudniejsze sg zadania na dowodzenie z geometrii, dlatego Ze zdajacy
powinien sporzadzi¢ rysunek, wprowadzi¢ zgodne z zatozeniem oznaczenia,
zauwazy¢ kilka wilasnosci geometrycznych i wyodrebnié, co jest zatoZeniem,
a co tezg (w wielu przypadkach uczniowie traktuja teze jako zatoZenie).

Twierdzenia matematyczne mozemy dowodzi¢, stosujac dwie metody:
dowodzenie wprost i nie wprost. Mozna wykorzysta¢ takze zasade indukcji
matematycznej, nie zostata jednak ona objeta podstawg programowa, dlatego
nie bedziemy jej rozpatrywac.

Aby stwierdzi¢ prawdziwos$¢ twierdzenia, przeprowadza sie rozumowanie
zgodne z prawami logiki zwane dowodzeniem tego twierdzenia. W dowodzie
korzystamy z zatozen dowodzonego twierdzenia, aksjomatéw lub z wcze$niej
udowodnionych twierdzen.

Dowdd, w ktérym rozpoczyna sie od zatozen, przeprowadza sie wnios-
kowanie i w ten spos6b dochodzi do tezy, nazywa sie dowodem wprost.

Dowdd nie wprost polega na zaprzeczeniu tezy dowodzonego twierdzenia
iwykazaniu, ze przyjecie takiego zaprzeczenia prowadzi do sprzecznosci
z zalozeniem lub z wcze$niej dowiedzionym twierdzeniem lub aksjomatem.
Uzyskana sprzeczno$¢ oznacza, Ze rozpatrywane twierdzenie nalezy uznac za
prawdziwe.

To wtasnie z tego powodu postanowitam przygotowaé zeszyt zawierajacy
kilkadziesigt zadan maturalnych na dowodzenie. W zadaniach typu uzasadnij,
Ze.. uczen ma wskazany cel, ktéry powinien osiagnaé, poszukujac
odpowiedniego sposobu oraz powotujac sie na znane wtasnosci.



W zbiorze zadan wystepujg takze zadania typu uzasadnij, Ze..., chociaz
gtowna cze$¢ ich dowodu stanowig obliczenia lub budowanie modelu
matematycznego. Zdajacy powinien zastosowac strategie, ktéra jasno wynika
ztre$ci zadania lub zbudowa¢ model matematyczny do pewnej sytuacji
i krytycznie oceni¢ jego trafnosc.

Ten zeszyt bedzie pomocny w rozwigzywaniu zadan typu uzasadnij, Ze....
Bedzie on praktycznym narzedziem do pracy nauczyciela i ucznia w trakcie
przygotowan do matury z matematyki na poziomie podstawowym iroz-
szerzonym.

(P) - zadaniaz poziomu podstawowego;

(R) - zadania z poziomu rozszerzonego;

(P*) - zadania z poziomu podstawowego na maturze 2013 i 2014, od 2015
roku obowiazujace na poziomie rozszerzonym;

(R*) -zadania z poziomu rozszerzonego obowigzujace od 2015 roku.

Rozwigzania zadan zamieszczonych w niniejszym zeszycie sa dostepne na
stronie internetowej Wydawcy (www.nowik.com.pl) oraz na stronach Liceum
Ogdblnoksztatcacego Nr 2 w Opolu (www.lo2.0pole.pl) i Miejskiego Osrodka
Doskonalenia Nauczycieli w Opolu (www.modn.opole.pl).



DZIALANIA W ZBIORZE LICZB RZECZYWISTYCH

VI1+J/10 | V11-V10
Vi1-V10 = V11+V10

(P) Wykaz, ze liczba x =

parzysta.
D: Liczba xjest liczbg parzysta, jesli jest wielokrotnos$cia liczby 2, to
znaczy mozna jg zapisa¢ w postaci x = 2k, k € N.

jest liczba naturalng

_ VIO VTI-VI0 _ _ (VIT+/i0) (VII—Vi0)’  _
X = V0 T VITVI0 | (VII-VI0)(WI14vi0) | (VII-VI0)(Vil+vio)

— 11+2\/11-10+i(1)i-i(1)—2\/11'10+10 =22420=44=2- 22’

zatem xjest liczbg naturalng parzysta.

(R) Wykaz, ze liczba x = 717 — 1 jest liczba parzysta.

D: Aby wykaza¢, ze liczba jest parzysta, nalezy przedstawi¢ te liczbe
w postaci 2n,n € N. Skorzystajmy z wtasnosci:
a"—1=(@a-1){A+a+a?+--+a"?),

zatemx =77 —1=7-1DA+7+ 7%+ +71) =
=6(14+7+72++7%)=2-3-(1+7+7%+--+ 7)) =2n,

neN

wobec tego liczba x jest liczba parzysta.

Wykaz, ze liczba x = 7**2 + 7**1 — 2. 7", gdzie n € N, jest liczba
parzysta.
D: Aby wykazaé, ze liczba jest parzysta, nalezy pokazaé, ze liczba jest
podzielna przez 2. Korzystajac z dziatan na potegach, liczbe x mozemy
zapisa¢ w postaci:x = 7%(724+7 —2) = 7"-54 = 227 - 7™, wobec tego
liczba x jest liczbg parzysta.



(P) Uzasadnij, ze liczba x = 318 — 218 jest podzielna przez 19.

D: Korzystajac z wzoréw skréconego mnozenia na réznice kwadratow
dwéch wyrazen, zapiszmy liczbe w prostszej postaci:

x =318 2210 = (37— 29)(3° +2°) = [(3%)° - (2°]- [B%)* + (2°)°).
Skorzystajmy z wzoréw skréconego mnozenia na roznice sze$ciandéw
i sume sze$ciandw dwdch wyrazen:
x=(33-23)(3%+63+2°-(33+23)(3°—-63+2°) =

=19-35-(3%+ 63 +2°)(3° — 63 + 29),

wobec tego liczba x jest podzielna przez 19 (a takze przez 5, 7, 35).

(P) Wykaz, ze suma kwadratéow trzech kolejnych liczb catkowitych
nieparzystych zwiekszona o 1 jest podzielna przez 12.

Zatozenie: 2n—1,2n+1,2n+3;neC
zapis kolejnych liczb catkowitych nieparzystych

Teza:(2n—1)?+ (2n+ 1)?+ (2n+3)2+1=12k; nkeC
D:L=02n-1)?+2n+1)?+@2n+3)>+1=4n’> —4n+1+4n+

+4n+1+4n2+12n+10=12n2+12n+12=12(n2+n+1>=
keC
= 12k =P; nk €C.

(P) Wykaz, ze liczba 2015%°15 + 2 - 20152014 + 20152°13 jest podziel-
na przez 2016.

D: 20152015 + 2- 20152014 4 20152013 =

= 20152013(20152 4+ 2 - 2015 + 1) =

= 20152%%13 . (2015 + 1)? = 20152013 . 20162 =

= 2015%913.2016 - 2016 - liczba podzielna przez 2016.

(P) Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba
x =100"""1 + 4-10™"! + 4 jest kwadratem liczby podzielnej przez 3.

D: Liczba jest podzielna przez 3, jeSli suma cyfr tej liczby jest liczbg
podzielna przez 3.

x =100t + 410" + 4 = (10™1)2 + 4. 10™1 + 22 = (101 + 2)2,
Liczbe 10™*! + 2 mozna zapisa¢: 10000 ...2, suma cyfr tej liczby jest

n+1 zer
réwna 3, zatem liczba jest podzielna przez 3.



10.

11.

(P) Uzasadnij, ze suma kwadratow dwoéch kolejnych liczb natural-
nych niepodzielnych przez 3, po podzieleniu przez 18 daje reszte 5.

D: Liczby niepodzielne przez 3 daja reszte z dzielenia przez trzy 1 lub 2.
Jezeli sa one kolejne, to mozemy je zapisa¢ w postaci:
x=3k+2,y=3k+1k€N,zatem:
x> +y2=0Bk+2)?+Bk+1)2=9k?+ 12k +4+9k*+ 6k + 1=
=18k?+ 18k +5=18(k?+ k) +5=18s + 5,

SEN
wobec tego reszta z dzielenia przez 18 jest rowna 5.

(P) Wykaz, zZe dla kazdej liczby calkowitej liczba
x = n% — 5n3 + 4n — 120 jest podzielna przez 30.

D: Liczba 120 jest podzielna przez 30, bo 120 = 30-4. Zatem nalezy
pokazag, ze liczba n® — 5n3 + 4n jest podzielna przez 30.

Niech a = n® — 5n® + 4n = n(n* — 5n? + 4).

Po roztozeniu na czynniki liniowe liczbe a mozna przedstawi¢ w postaci:
a=nn—1)n+1)n-2)n+2)=n—-2)(n—Dnn+ 1(n+ 2).
Liczba a jest iloczynem pieciu kolejnych liczb catkowitych. W iloczynie 5
kolejnych liczb catkowitych wystepuja co najmniej dwie liczby parzyste
i co najmniej jedna liczba podzielna przez 3. Zatem ta liczba jest podzielna
przez 2 i przez 3, wiec jest podzielna przez 6. Wobec tego liczba a jest
podzielna przez 5 i przez 6, wiec jest podzielna przez 30.

(R) Wykaz, ze liczbaa =+/37 — 20v3 + v 13 — 4y/3 jest kwadratem
liczby naturalnej.

D: Wyrazenie pod pierwiastkiem jest kwadratem pewnej liczby, ktorg
mozemy zapisa¢ w postaci kwadratu réznicy dwéch wyrazen:

a=\/37—20\/§+\/13—4\/§=\/25—20\/§+12+\/12—4\/§+1=

=\/(5—2\/§)Z+\/(2\/§—1)2=5—2\/§+2\/§—1=4=22.

(R) Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n

liczba x = 25™ + 16" + 2 - 20" jest kwadratem liczby naturalnej.

D:x = 25"+ 16" + 220" = (5™)2 + 25" - 4™ + (4™)2 = (5" + 4™)2,
Zauwazmy, ze 5" jest liczba naturalng i 4™ tez jest liczba naturalng, a suma
dwéch liczb naturalnych jest liczbg naturalng, zatem (5™ + 4™)? jest
kwadratem liczby naturalne;.
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(R) Wykaz, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych, dla
ktérych n? + 1 jest podzielne przez 13.
D: Wiemy,ze 52 + 1 =26 = 2- 13.
Niech liczba n jestliczban = 13k + 5ik € N. Woéwczas:
n?+1=(13k+5)?+1=169k*>+ 130k +25+1 =
= 169k? + 130k + 26 = 13 (13k? + 10k + 2) = 13s,5 € N.

SEN
Zatem istnieje nieskonczenie wiele liczb n = 13k + 5,k € N takich, ze
n? + 1 jest podzielne przez 13.

(R) Wykaz, ze reszta z dzielenia liczby x = 4313 — 1717 przez 10 jest
rowna 6.

D: Reszta z dzielenia tej liczby przez 10 jest taka sama jak ostatnia cyfra tej
liczby.

431 = 43, 422 = 1849, 433 =79507, 43* = 3418801,

435 = 147008443

Zauwazmy, ze co czwarta potega tej liczby ma taka samg cyfre, jest
4313 = 4334. 43,

171 =17, 172 = 289, 173 = 4913, 17* = 83521, 175 = 1419857

Co czwarta potega tej liczby ma takg samg cyfre, jest 1717 = 1744 - 17.
Ostatnia cyfra potegi liczby 43 jest taka sama jak ostatnia cyfra potegi
liczby 3, a ostatnia cyfra potegi liczby 17 jest taka sama jak ostatnia cyfra
potegi liczby 7.

x =431 — 1717 = 4334.43 — 1744 .17,

zatem ostatnia cyfra tej liczby jest rowna 6.

(R) Wykaz, zZe liczba 36000 ma 72 dzielniki.

D: Liczbe 36000 po roztozeniu na czynniki pierwsze mozna przedstawic
w postaci 36000 = 25 - 32 - 53, Dzielnikami tej liczby sa:

- potegi liczby 2, tj. 2, 4, 8, 16, 32,

- potegi liczby 3, tj. 3, 9,

- potegi liczby 5, tj. 5, 25, 125.

Zatem tych dzielnikéw jest 10, oczywiScie dzielnikiem tej liczby jest takze
liczba 1, zatem jest ich juz 11. Zauwazmy, Ze dzielnikami tej liczby beda
takze liczby z réznych poteg liczb mnoZenia przez siebie, a zatem mozemy
ich utworzy¢ tyle, ile istnieje kombinaciji:
ci-ct-cj+ci-cl+ci-ct+ci-ct=5-3-2+45-2+5:3+2-3=
=30+10+15+6 =61.

Uwzgledniajac wszystkie dzielniki tej liczby, mozemy zapisa¢, Ze jest ich
11 4+ 61 = 72. Liczba 36000 ma 72 dzielniki.
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2°a=2n+1ib = 2k + 1 (obie liczby sg nieparzyste),
t0101010 = (2n+1-2k+1)2n+142k+1) =4(n—k +1).
Oznacza to, Ze liczba jest podzielna przez 4, co jest nieprawda, bo liczba
X nie jest podzielna przez 4.

3°a =2nib = 2k + 1 (jedna liczba jest parzysta, a druga nieparzysta),
t0 101010 = 2n — 2k — 1)(2n+ 2k + 1) = 2(2n? — 2k?* — k) — 1.
Oznacza to, Ze liczba 101010 jest nieparzysta, co jest nieprawdg, bo
liczba x jest parzysta.

W kazdym z przypadkéw zachodzi sprzecznos$¢ z zatozeniem. Stad row-

no$¢ 101010 = (a — b)(a + b) jest niemozliwa dla a i b catkowitego.

ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA

Wykaz, ze liczba x = 3% — 1 jest liczbg parzysta.
Wykaz, ze liczba 5% — 1 jest podzielna przez 4.

Liczby n,n + 1,n + 2,n + 3 s3 kolejnymi liczbami naturalnymi. Wykaz, ze
réznica iloczynéw liczby pierwszej i czwartej oraz drugiej i trzeciej jest
réwna -2.

Wykaz, ze liczba 44000 ma 48 dzielnikow.
Uzasadnij,Ze\/B—\/§+\/5—m+\/7—m= 1.

55552 _ 77774
55555 77777

Wykaz, ze
Wykaz, ze liczba 10™ + 10™*1 4+ 10™*2 jest liczbg podzielng przez 3.
Uzasadnij, Ze suma cyfr liczby 10°* — 91 jest réwna 810.

Wykaz, ze 3590 > 5300,

Wykaz, ze liczby 11198710 j 10198711 53 réwne.

1 49
98-100 50

Uzasadnij, Ze liczba IS
2:4 46 68

Wykaz, Ze reszta z dzielenia przez 16 sumy kwadratéw czterech kolejnych
liczb parzystych jest réwna 8.
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