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Wstep

Niniejszy zbior zadan jest przeznaczony przede wszystkim do pra-
cy na kotach matematycznych dla uczniéw szkét gimnazjalnych i po-
nadgimnazjalnych o uzdolnieniach matematycznych.

Opracowanie to pozwala uczniom zapoznaé sie z réznymi rodza-
jami oraz stopniem trudnosci zadan matematycznych wystepujacych
w konkursach matematycznych oraz w rejonowych etapach olimpiad
matematycznych. Jest to jednoczesnie material do samodzielnej pracy
i stanowi podstawe do przygotowania uczniow do konkurséw mate-
matycznych.

W zbiorze umieszczone sg takze zadania, ktore w ciggu ostatniego
pieciolecia obowigzywaly na naszej opolskiej, lokalnej tzw. Matej Olim-
piadzie Matematycznej.

Nie jest to jednak typowy zbior zadan zwigzany tematycznie z ak-
tualnym programem nauczania matematyki w zakresie rozszerzo-
nym. W zbiorze Czytelnik znajdzie oryginalne jak i typowe zadania
matematyczne o tresci znanej z wezesniejszych opracowan.

Zadania pogrupowane zostaty w kilku rozdziatach, ktore zwigzane
sg z tradycyjnymi szkolnymi zadaniami matematycznymi. Staralis-
my sie, aby kazde zadanie trafilo do danego rozdzialu nieprzypad-
kowo. Jednoczesnie zdajemy sobie sprawe z tego, ze umieszczenie ja-
kiegos zadania w tym, a nie innym rozdziale moze budzi¢ kontro-
wersje.

W zbiorze tym brakuje zadan ze stereometrii, kombinatoryki, te-
orii przeksztalcen oraz rachunku prawdopodobienstwa. Wiekszos¢ za-
dan podanych jest z rozwigzaniami. Rozwigzania zawierajg czesto
skroty myslowe, ktore mamy nadzieje, okazg sie dos¢ tatwe do zrozu-
mienia.

Na koncu kazdego rozdzialu umieszczone sg zadania do samodziel-
nego rozwigzywania, ktore mozna traktowac jako material trenin-
gowy. Niektore z tych zadan zawierajg odpowiedzi lub pewne wska-
z6wki. Zachecamy do ich samodzielnego rozwigzywania. Odpowiedzi
najlepiej wykorzystac do sprawdzenia poprawnosci swego rozumowa-
nia bagdz do poréwnania z metodg rozwigzywania przedstawiong
w zbiorze.



Wiekszos¢ podanych w tym zbiorze rozwigzan zadan opartych jest
na rozwigzaniach wystepujacych w literaturze matematycznej. Ale sg
tez rozwigzania oparte na metodach i pomystach przedstawionych
przez uczniow na zajeciach kota matematycznego prowadzonego przez
ponad 30 lat w tzw. klasach uniwersyteckich przy I Liceum Ogdlno-
ksztalcgcym im. Mikotaja Kopernika w Opolu.

Mamy nadzieje, ze oddany w rece Czytelnikow zbior zadan stanie
sie swego rodzaju podrecznikiem samoksztalceniowym dla uczniow
iich nauczycieli. Liczymy rowniez, ze chociaz w niewielkim stopniu
przyczyni sie do rozwoju uzdolnien matematycznych uczniow.

Rozwigzywanie zadan konkursowych jest sztuka. Wymaga talentu
i ciezkiej pracy uczniow i ich opiekunéw. Potrzebne sg rowniez narze-
dzia matematyczne, ktorych, jak mniemamy, dostarczy nasza publi-
kacja.

W ostatnim rozdziale podane zostaly zestawy zadan z etapow szkol-
nych i wojewoddzkich z XL i XLI Matej Olimpiady Matematyczne;j.
W przypadku zadan typowo rachunkowych podane sg do nich odpo-
wiedzi.
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Rozdzial 1
WELASNOSCI LICZB. FUNKCJE

Zadanie. 1.1. Wiedzac, ze a < b < ¢ <d ustawi¢ w porzadku rosngcym
liczby:
x=(a+b)c+d),y=(a+c)b+d),z=(a+d)b+c).

Rozwiazanie

y—x=ab+cd—ac—-bd =(a-d)b-c)>0,

z—y=ac+bd—-ad-bc=(@-b)c-d)>0.
W takim razie

' y-x>01z-y>0,
wiec
x<yiy<z.

Zatem x <y<z.

Zadanie. 1.2. Ktora z liczb: log® 11 czy log12 jest wieksza?

Rozwigzanie
log11 =1og (10-1,1) =log10+1log1,1 =1+1og1,1.
Stad
log?11=(1+1log1,1 =1+2log1,1+1log”1,1 >
>1+2logl,1=1+1log1,1*> =1+1log1,21 =
=log10+1log1,21 =1og12,1 > log12.
Zatem log®11 > log12.

Zadanie. 1.3. Znalez¢ taka najmniejszg liczbe naturalng n, aby licz-
by n+ 1 oraz n— 50 byly kwadratami liczb naturalnych.
Rozwigzanie
Niech % i/ bedg liczbami naturalnymi takimi, ze

n+l1=k in-50=10

E*—1? =51 czyli (k-1)(k+1)=51.

Jedynymi rozwigzaniami tego réwnania w zbiorze N sg pary liczb
(10, 7) i (26, 25).

W takim razie najmniejszg liczbg naturalng spelniajgcg warunki za-
dania jest n = 99.

Stad



c+qc®+4

Zadanie. 1.4. Wykazac, ze jeSliceC i x =

2 b
tox—leC.
X
Rozwiazanie
e l_x?-1_G-Dx+1)
x x X ’
Mamy:
x_l_c+w/cz+4 1_c+\/cz+4—2
N 2 2 :
er1_c+1/c2+4+2
=
(c+yc?+4-2) (c+y/c?+4+2)
Zat -1 2 2 =
avem i iyl
2
_(etyc*+47 -4 2 B
4 c+c®+4
_2c2+20w/c2+4_c
2(c ++/c® +4)
W zwigzku z tym x—%eC.

Zadanie. 1.5. Wykazaé, zedlaaeR o* +a* +1>d’° +a.
Rozwiazanie

Dla a < 0 lewa strona nieré6wnosci jest dodatnia, zas prawa strona
ujemna, a wiec L > P.

Dla a = 0 nieréwnos¢ jest prawdziwa.

Dla a € (0, 1) poniewaz a® > a°, wiec a® + (@* —a’)+ (1 —a) > 0.
Podobnie dla @ > 1 mamy:

ad+ad’+a’-a+l=
=@ -1)+ala-1)+1>0.
W ten sposoéb rozwazajac wszystkie mozliwe przypadki udowodnilis-

my dang nierownosc¢.
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ZADANIA DO SAMODZIELNEGO
ROZWIAZYWANIA

Zadanie. 4.26. Rozwigza¢ w zbiorze N réwnanie 3" + 88 = m”.

Zadanie. 4.27. Rozwigza¢ w zbiorze N rownania:

a) x®+y® +1=23xy,

b) M s M — 1995,

1.1.1
C) =+ +-=+
a2 2

gyl

Zadanie. 4.28. Rozwigza¢ w zbiorze C rownania:

a) xy=2x+11y+1, b) xy=1+10(x +y),
c) xyz=5k +y+2), d) 3x® +5y° = 345.

Zadanie. 4.29. Rozwigzac rownania:

a) x®=[x], b) [2°]=x?,

¢) x2-6[x]-7=0, d) [x-1]=[x§2]

Zadanie. 4.30. Rozwigzac¢ rownania:

a) (J2-1F +1=2(/2+1Y,

b) (Jx -2+ (Jx -3)" =1.

Zadanie. 4.31. Rozwigzac¢ uklady rownan:
x+y+z=3 x+y+z=9

a) {x>+y*+2°=3 p) {1i1li1-g

x y z

5 5 5
Xty +2 =3, xy+yz+zx =27.
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Zadanie. 4.32. Rozwigzac uklad réwnan

{(ax)loga _ (by)logb

blog ax _ alog bx‘

a>0ia=1, x>0
b>01ib=#1, y>0.

Zadanie. 4.33. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci a dla ktorych réwna-
nie x® + ax + a = 0 ma pierwiastki calkowite.

Zadanie. 4.34. Zbadac liczbe rozwigzan rownania
mx® —mlxl+m—1=0 w zaleznosci od wartosci parametru m < R.

Zadanie. 4.35. Ile istnieje réwnan postaci x*> —px —q =0, ktérych
wspolczynniki p, ¢ € NV i pierwiastki dodatnie sg mniejsze od 10.

Zadanie. 4.36. Wyznaczy¢ zbior wartosci parametru m, dla ktorych

x| _m-2

rownanie
+1

ma 3 rozwigzania.

Zadanie. 4.37. Wykazac, ze jesli liczby x, v, z spelniajg rownania
Xx+y+z=xyz i x> =yz oraz x # 0, tox” > 3.

Zadanie. 4.38. Dla jakich a € R rownanie
[llx|-1l-al =4 ma dokladnie 5 rozwigzan?

Zadanie. 4.39

x4y = 2\/5

(x+y)27™ =3.

Rozwigzac uktad réwnan
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