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Od Autora

Ksi¹¿ka jest kontynuacj¹ zbioru miniatur matematycznych, które uka-
za³y siê w roku 2009. Poniewa¿ cieszy³y siê one powodzeniem u Czytel-
ników, postanowilismy opublikowaæ nowe, mam nadziejê, ¿e równie cie-
kawe zagadnienia dotycz¹ce geometrii, teorii liczb, algebry, trygonome-
trii, rachunku prawdopodobieñstwa i analizy matematycznej. Wiêkszoœæ
poruszanych tematów jest napisanych w formie artyku³ów. Niektóre z nich
by³y zamieszczone na ³amach czasopism „Matematyka” i „Magazyn Mi-
³oœników Matematyki”.

Mam nadziejê, ¿e Czytelnik z chêci¹ pozna przedstawione tu matema-
tyczne szkice i stwierdzi, ¿e matematyka mo¿e byæ zajmuj¹c¹ dziedzin¹
wiedzy.

Witold Bednarek
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Co jest wiêksze?

Który z obszarów ma wiêksze pole: szary czy bia³y?

a) b)

c)

Pole obszaru szarego jest równe polu obszaru bia³ego we wszystkich
przedstawionych przyk³adach. Nie trzeba przy tym trudziæ siê ¿mudnymi
rachunkami – mo¿na to zrobiæ „za jednym zamachem”.

Niech B oznacza, w zale¿noœci od przyk³adu, pole ma³ego bia³ego:
pó³kola, trójk¹ta równobocznego lub trapezu równoramiennego. Wów-
czas pole ca³ego obszaru bia³ego wynosi oczywiœcie

P B
b

= 6 .

Pole du¿ego pó³kola (trójk¹ta równobocznego, trapezu równoramien-
nego) wynosi 9B , gdy¿ skala podobieñstw ma³ych i du¿ych figur jest
równa 3. Zatem pole obszaru szarego wynosi
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Podzia³ trapezu

Rozwa¿my trapez ABCD podzielony przez przek¹tne na cztery trój-
k¹ty o polach P1, P2 , P3 , P4 (rys. 1):

Pola trójk¹tów ABC i ABD s¹ równe (dlaczego?), a zatem

P P P P1 3 1 4+ = + , sk¹d

(1) P P3 4= .

Rozwa¿my teraz dowolny czworok¹t wypuk³y ABCD (rys. 2):

Poniewa¿ trójk¹ty ABO i CBO maj¹ tak¹ sam¹ wysokoœæ poprowa-
dzon¹ z wierzcho³ka B, wiêc stosunek ich pól jest równy stosunkowi ich
podstaw:
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Rozk³ady dwumianów

Zachodz¹ nastêpuj¹ce rozk³ady dwumianu x n -1 dla kolejnych liczb
naturalnych n:

x x1 1 1- = - ,

x x x2 1 1 1- = - × +( ) ( ) ,

x x x x3 21 1 1- = - × + +( ) ( ) ,

x x x x4 21 1 1 1- = - × + × +( ) ( ) ( ) ,

x x x x x x5 4 3 21 1 1- = - × + + + +( ) ( ) ,

x x x x x x x6 2 21 1 1 1 1- = - × + × - + × + +( ) ( ) ( ) ( ) ,

x x x x x x x x7 6 5 4 3 21 1 1- = - × + + + + + +( ) ( ) ,

x x x x x8 2 41 1 1 1 1- = - × + × + × +( ) ( ) ( ) ( ) , itd.

Podane rozk³ady s¹ ostateczne, tzn. powy¿sze czynniki wielomia-
nowe s¹ ju¿ nierozk³adalne na wielomiany o wspó³czynnikach ca³ko-
witych.

Wielomian

a x a x a x a
n

n

n

n+ + + +-
-

1

1

1 0... ( )a
n

¹ 0

nazwiemy wielomianem o ma³ych wspó³czynnikach wtedy,

gdy a
i
Î -{ , , }1 0 1 dla i n= 0 1, , ... , .

Tak wiêc przestawione rozk³ady s¹ rozk³adami ostatecznymi o ma-
³ych wspó³czynnikach.
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Niech p > 2 bêdzie liczb¹ pierwsz¹. Dwumian

x p -1

rozk³ada siê ostatecznie na iloczyn

( ) ( ... )x x x xp p- × + + + +- -1 11 2 .

Widzimy tu rozk³ad o ma³ych wspó³czynnikach, przy czym drugi
czynnik jest ju¿ nierozk³adalny, co mo¿na udowodniæ, korzystaj¹c z nas-
têpuj¹cego kryterium: jeœli liczba pierwsza

1° p nie dzieli a
n

2° p dzieli a a a a
n n- -1 2 1 0, , ... , , ,

3° p2 nie dzieli a0 ,

to wielomian a x a x a a
n

n

n

n+ + + +-
-

1

1

1 0... jest nierozk³adalny.

W naszym przypadku wprowadzamy podstawienie t x= -1i mamy
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Poniewa¿ (jak mo¿na ³atwo wykazaæ) p dzieli
p

i

æ

è
ç
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÷ dla i p= -1 1, ...,

i p2 nie dzieli
p

p
1

æ

è
ç

ö

ø
÷ = , wiêc na mocy powy¿szego kryterium stwierdza-

my, ¿e nasz wielomian jest nierozk³adalny.

Niech n k= 2 ( , )k kÎ >N 1 . Dwumian x n -1 rozk³ada siê na iloczyn
czynników nierozk³adalnych z ma³ymi wspó³czynnikami:

x x x x x x
k k2 2 4 2 1

1 1 1 1 1 1- = - × + × + × + × × +
-

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) .
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