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Wstep

W 1996 roku redakcja czasopisma NiM (Nauczyciele i Matematy-
ka) zaprosita mnie do wspotpracy, oddajac kilka swoich stron dla
dzialu \Wszystkie twierdzenia mate i duze”. Matematyczny serial wy-
startowal w osiemnastym numerze NiM-a (lato 1996). Do 2003 roku
ukazalo si¢ 13 odcinkow. Ciesze si¢, ze moge te matematyczne opo-
wiesci zaprezentowad w niniejszej ksiazce. Jej zasadnicza czegscia sa
artykuly z NiM-a, ale niektore ich fragmenty zostaly dosc¢ istotnie
zmodyfikowane i wzbogacone. Dodatem takze przypisy.

Myslac o Czytelniku, cheiatbym podkreslic, ze zalezy mi, aby ksiaz-
ka zainteresowali si¢ nauczyciele matematyki i informatyki, ktérzy
mogliby jej fragmenty wykorzysta¢ w czasie lekcji, na zajeciach kot-
ka matematycznego lub jako tematy do pracy z uczniami metoda
projektu (plany takich projektow znajduja sie w ostatnim rozdziale).
Sprawitoby mi tez duzo radosci, gdyby siggneli po nia uczniowie.
W ksigzce nie ma zadan egzaminacyjnych i tylko niekiedy poru-
szam tematy dotyczace tzw. szkolnej matematyki, ale gleboko wie-
rze, 7ze uczenie sie matematyki w szkole nie sprowadza si¢ wylacz-
nie do sprawdzianu po szoéstej klasie, egzaminu po gimnazjum i ma-
tury.

Mam takze nadzieje, ze studenci matematyki, matematycy profe-
sjonalisci i kazdy, kto cho¢ odrobine czuje si¢ mitosnikiem matema-
tyki, znajdzie w mojej ksigzce cos ciekawego.

W pierwszym odcinku ,Wszystkich twierdzer malych i duzych”
(NiM nr 18) napisatem stowa, ktére dobrze charakteryzuja zawar-
tos¢ ksigzki: ,Twierdzenie Pitagorasa, twierdzenie Talesa, twierdze-
nia sinuséw, cosinuséw, ..., dziesiatki, setki twierdzerdi matematyki
elementarnej. P6Zniej pojawiaja si¢ m.in. twierdzenie Bolzano-Wei-
rstrassa, kryterium Eisensteina. Przez lata poznajemy wiele twier-
dzen, ale, uzywajac dziennikarskiego okreslenia, sa one z ,pierw-
szych stron gazet”. Takie matematyczne giganty beda ukazywaly sie



w tym dziale rzadko. Chcialbym natomiast jak najczesciej przedsta-
wia¢ w NiM interesujace fakty, mate, urokliwe twierdzenia, zaska-
kujace rezultaty z réznych dziedzin matematyki. Zalezy mi na tym,
aby Czytelnicy poczuli czar matych twierdzen”.

Tytul ksiazki jest zapozyczeniem. Milosnicy beletrystyki wetery-
naryjnej znajg na pewno nazwisko Jamesa Herriota, ktéry napisat
wiele pelnych uroku ksigzek o zwierzetach (wydat je pod wspdl-
nym tytutem ,Wszystkie stworzenia mate i duze”). Herriot, miesz-
kajacy w malym miasteczku weterynarz, z ogromna pasja opisuje
swoja prace. Wedrujac z nim po angielskiej prowincji, poznajemy
ciekawe historie jego matych i duzych pacjentow.

Zapraszam Panstwa do wspdlnej wedréwki po matematycznych
prowingcjach.

Piotr Zarzycki
Gdynia, luty—kwiecieri 2005

Podziekowania

Kilka os6b przyczynito si¢ do powstania tej ksiazki. Chcialbym
wyrazi¢ im moja gteboka wdzigcznosc.

Panu Markowi Legutce dzigkuje za goScinnos¢ na tamach NiM-a,
za wiele cennych uwag. Panu Wactawowi Zawadowskiemu jestem
wdzieczny za mobilizowanie mnie do pisania kolejnych odcinkéw
,Wszystkich twierdzert matych i duzych”. Ostatnim, bardzo wyma-
gajacym Czytelnikom maszynopisu, Pani Agnieszce Orzeszek i Panu
Wiktorowi Bartolowi, wyrazam ogromna wdziecznos¢ za trud czyta-
nia, poprawiania i dyskutowania o tekscie ksiazki. Ich uwagi w istot-
ny sposob wplynety na prace nad tym tekstem i na jego ostateczny
ksztatt.



ORIGAMI - TRYSEKCJA KATA

Origami to wywodzjca si¢ z Ja-
ponii sztuka zginania kartki, dzigki
ktérej mozna otrzymac rézne figu-
ry geometryczne (plaskie, przes-
trzenne). Natomiast trysekcja ka-
ta to stynny problem starozytnych
matematykow o podziale dowolne-
go kata na trzy rowne czegsci za po-
moca cyrkla i linijki bez podziatki.
Do momentu przeczytania artykutu Thomasa Hulla A Note on ,, Impo-
ssible” Paper Folding (The American Mathematical Monthly, v. 103,
nr 3, 1996) o tym, jak podzieli¢ dowolny kat na trzy réwne czesci,
zginajac odpowiednio kartke, moj stosunek do origami okreslitbym
jako wstrzemigzliwy. O origami myslalem jako o sympatycznej, ale
matematycznie niezbyt ekscytujacej zabawie. Teraz zmienitem zda-
nie, gléwnie dzieki origami — trysekgji, ktora jest bardzo prosta (jej
autorstwo Hull przypisuje Japorczykowi Hisaschi Abe). Oto ta
Lkonstrukcja” dla kata ostrego:

,,,,,,,,,,,,,,,,,, Abfo
e — o] A — !
B

Dowolny kgt ostry umiesz- Karlke zginamy lak, aby — Zaznaczamy punkt C,

czamy w kwadracie. punkt A znalazt sic na  ktory wyznacza szukang
Kwadrat zginamy w polo- prostej k, a punkt B na  trysekcje. Punkt A znalazt
wie i w jednej czwartey. prostej 1. sig w polozeniu A,
punkt Bw By,
punkt CwC,.

Czytelnik z pewnoscia zauwazy, ze ztozenie kartki opisane pod
srodkowym rysunkiem powyzej jest mozliwe.



Uzasadnienie poprawnosci konstrukgji

Odcinek BC, wyznacza szukany podziat kata
na trzy rowne czesci. Dlaczego tak jest?
Trojkaty A BC, oraz BB,C, sa przystajace, gdyz
sa prostokatne i 14,C\| = B,C|l.

Zatem LA BC, = ZC,BB, =p.

Ponadto tréjkaty BB,C, oraz BFB, sa przystaja-
ce (dlaczego?). Stad £B,BF = p.

Informacje

1. Trysekcja dowolnego kata za pomoca cyrkla i linijki bez podzial-
ki nie jest mozliwa, w ten sposéb nie mozna na przyktad podzie-
li¢ kata 60°.

2. Znanych jest wiele nieklasycznych trysekcji kata (nieklasycznych,
tzn. takich, ktére nie ograniczajg si¢ do uzycia cyrkla i linijki bez
podziatki). Do najpigkniejszych nalezy konstrukcja Archimedesa:

W poétokregu o promieniu 7 znajduje sie kat sSrodkowy a.. Na li-
nijce zaznaczamy dwa punkty w odleglosci ». Przyktadamy ja
w punkcie Ctak, aby odcinek AB mial dlugosc¢ ». Mozna spraw-
dzi¢, ze

ZDAB = %.

3. Istnieja origami-aksjomaty geometrii' (patrz przypisy). Udowod-
niono, ze kazda konstrukcja geometryczna, ktérej wykonanie jest
mozliwe przy wykorzystaniu tych aksjomatow jest tez wykonalna
za pomoca cyrkla i linijki bez podzialki, ale nie na odwrét. Trze-
ba tutaj podkresli¢, ze wsréd origami-aksjomatéw nie ma wyko-
rzystanej w opisanej na stronie 7 origami-trysekcji mozliwosci
przenoszenia dwoch punktow na dwie proste (w trysekcji tej
punkty A i B zostaly przeniesione na proste ki / odpowiednio).



KWADRATY MNIEJ MAGICZNE

Kiedy przegladam rézne podre-
czniki i zeszyty ¢wiczenn do mate-
matyki, na ogol znajduje w nich
kwadraty magiczne. Nie tylko zresz-
ta tam; kilkanascie lat temu w cza-
sie wizyty w Linkoping (Szwecja)
podczas wyktadu z nauczania ma-
tematyki na tablicy pojawil sie
kwadrat magiczny. Kiedys natkna-
tem si¢ na numer specjalny wegierskiego czasopisma ,,KoMaL” (li-
piec 90) i tam poswiecono wiele miejsca kwadratom magicznym.
Epidemia? Magia? Do tytulu tej czeSci nawigzuje rysunek — impresja
na temat stynnej ,,Melancholii” Albrechta Durera.

Klasyczne kwadraty magiczne

Kwadraty magiczne znane s3 od dawna. Najstarsza wzmianka
o nich pochodzi z V wieku p.n.e. Ten pierwszy znany kwadrat ma-
giczny przedstawiamy ponizej (po lewej stronie); jest to tzw. kwa-
drat Lo Shu.

/ B ] *
O /fr 4 | o9 2
P
! I % 305 |7
A
Ed p” o ‘\\
< “/ 8 1 6

Coz to zatem jest kwadrat magiczny? Jest to kwadratowa tabliczka
o wymiarze n x n z wpisanymi liczbami 1, 2, ... az do n* w taki spo-
sob, ze sumy liczb w kazdym wierszu, w kazdej kolumnie i na obu
przekatnych sa takie same. O takich kwadratach bedziemy dodat-
kowo mowic klasyczne. Klasyczne kwadraty magiczne istnieja dla
kazdegon =1, 3, 4, 5, ...

17



O metodach ich konstruowania mozna przeczyta¢ w pigckne;j
ksiazce Szczepana Jeleriskiego Lilavati. Niektore sposoby budowa-
nia kwadratéw magicznych to ... ,magia” i naprawde bardzo cieka-
wa matematyka.

Sprobujemy teraz wyjasnic fenomen wielkiej popularnosci kwa-
dratéw magicznych. Po pierwsze — sformutowanie problemu, bar-
dzo proste, zrozumiale dla laika (pewnie dlatego kwadratami magi-
cznymi zajmujg si¢ dzieci juz w pierwszych klasach szkoty podsta-
wowej); po drugie — mamy tu tylko dodawanie, najprostsze z czte-
rech podstawowych dziatan arytmetycznych. A wiec problem i cie-
kawy, i fatwy w sformutowaniu. Ale to nie koniec; przeciez konstru-
kcja klasycznego kwadratu magicznego 3 x 3 (bedziemy tez uzywac
okreslenia stopnia trzeciego) to przyktad:

a) dowodu matematycznego,

b) pracy metoda préb i bledow,

c) réznorodnosci rozwigzan (metoda préb i bledéw, dowod kom-
binatoryczny, rozwigzanie przy pomocy ukladu rownan, za-
bawny ,dowéd magiczny”: w Srodku kwadratu powinna by¢
liczba 5, bo wsrod liczb 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ta whasnie liczba
jest posrodku),

d) tatwego uogodlniania problemu (zamiast liczb moga pojawic
si¢ wielomiany, wyrazenia algebraiczne).

Ale to jeszcze nie koniec dydaktycznych zalet kwadratow magicz-
nych. Nieistnienie klasycznego kwadratu magicznego stopnia dru-
giego (2 x 2) to przyktad prostego dowodu nie wprost. A co z in-
nymi figurami? Czy istnieja magiczne tréjkaty, pieciokaty, szescio-
katy, szesciany, ...? Jak je zdefiniowac? Mnoéstwo pytan i ciekawych
zadan.

Kwadraty ,mniej magiczne”

Zajmowac sie¢ bedziemy kwadratami magicznymi, ktorych ele-
mentami moga by¢ dowolne liczby rzeczywiste (nazywiemy je zar-
tobliwie mniej magicznymi). Liczby w kwadratach mniej magicz-
nych mogg si¢ powtarza¢. W trakcie badania kwadratow mniej ma-
gicznych pojawi si¢ wazne twierdzenie z algebry liniowej dotyczace
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ukltadéw réwnan liniowych, bowiem poszukiwanie kwadratéw
mniej magicznych danego stopnia sprowadza si¢ do rozwiazywania
uktadow réwnan liniowych.

Zacznijmy od kwadratow magicznych stopnia drugiego (mniej
magicznych). Szukajac postaci ogdlnej takiego kwadratu z zadana
suma s, otrzymujemy uktad 6 rownan liniowych z czterema niewia-
domymi:

X, +Xx, =8

X, +x, =5
O X, tX, =S

) =

X, +x, =5
X, | x > T X

X, +x, =S

X, + X, =S

Eatwo sprawdzic, ze przy danym s powyzszy uktad ma tylko jed-
no rozwigzanie:

S S
x]=x2=x3=x4=§ 2 2
S S
2 2

Jaka bedzie postac¢ ogélna kwadratu mniej magicznego stopnia
trzeciego (3 x 3) z zadana sumg s?

X, X, X5
Xy X5 X6
b Xg X

Szukajac tej postaci, otrzymujemy 8 rownan liniowych z 9 niewia-
domymi.
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