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Wstêp

W 1996 roku redakcja czasopisma NiM (Nauczyciele i Matematy-

ka) zaprosi³a mnie do wspó³pracy, oddaj¹c kilka swoich stron dla
dzia³u „Wszystkie twierdzenia ma³e i du¿e”. Matematyczny serial wy-
startowa³ w osiemnastym numerze NiM-a (lato 1996). Do 2003 roku
ukaza³o siê 13 odcinków. Cieszê siê, ¿e mogê te matematyczne opo-
wieœci zaprezentowaæ w niniejszej ksi¹¿ce. Jej zasadnicz¹ czêœci¹ s¹
artyku³y z NiM-a, ale niektóre ich fragmenty zosta³y doœæ istotnie
zmodyfikowane i wzbogacone. Doda³em tak¿e przypisy.

Myœl¹c o Czytelniku, chcia³bym podkreœliæ, ¿e zale¿y mi, aby ksi¹¿-
k¹ zainteresowali siê nauczyciele matematyki i informatyki, którzy
mogliby jej fragmenty wykorzystaæ w czasie lekcji, na zajêciach kó³-
ka matematycznego lub jako tematy do pracy z uczniami metod¹
projektu (plany takich projektów znajduj¹ siê w ostatnim rozdziale).
Sprawi³oby mi te¿ du¿o radoœci, gdyby siêgnêli po ni¹ uczniowie.
W ksi¹¿ce nie ma zadañ egzaminacyjnych i tylko niekiedy poru-
szam tematy dotycz¹ce tzw. szkolnej matematyki, ale g³êboko wie-
rzê, ¿e uczenie siê matematyki w szkole nie sprowadza siê wy³¹cz-
nie do sprawdzianu po szóstej klasie, egzaminu po gimnazjum i ma-
tury.

Mam tak¿e nadziejê, ¿e studenci matematyki, matematycy profe-
sjonaliœci i ka¿dy, kto choæ odrobinê czuje siê mi³oœnikiem matema-
tyki, znajdzie w mojej ksi¹¿ce coœ ciekawego.

W pierwszym odcinku „Wszystkich twierdzeñ ma³ych i du¿ych”
(NiM nr 18) napisa³em s³owa, które dobrze charakteryzuj¹ zawar-
toœæ ksi¹¿ki: „Twierdzenie Pitagorasa, twierdzenie Talesa, twierdze-
nia sinusów, cosinusów, …, dziesi¹tki, setki twierdzeñ matematyki
elementarnej. PóŸniej pojawiaj¹ siê m.in. twierdzenie Bolzano-Wei-
rstrassa, kryterium Eisensteina. Przez lata poznajemy wiele twier-
dzeñ, ale, u¿ywaj¹c dziennikarskiego okreœlenia, s¹ one z „pierw-
szych stron gazet”. Takie matematyczne giganty bêd¹ ukazywa³y siê
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w tym dziale rzadko. Chcia³bym natomiast jak najczêœciej przedsta-
wiaæ w NiM interesuj¹ce fakty, ma³e, urokliwe twierdzenia, zaska-
kuj¹ce rezultaty z ró¿nych dziedzin matematyki. Zale¿y mi na tym,
aby Czytelnicy poczuli czar ma³ych twierdzeñ”.

Tytu³ ksi¹¿ki jest zapo¿yczeniem. Mi³oœnicy beletrystyki wetery-
naryjnej znaj¹ na pewno nazwisko Jamesa Herriota, który napisa³
wiele pe³nych uroku ksi¹¿ek o zwierzêtach (wyda³ je pod wspól-
nym tytu³em „Wszystkie stworzenia ma³e i du¿e”). Herriot, miesz-
kaj¹cy w ma³ym miasteczku weterynarz, z ogromn¹ pasj¹ opisuje
swoj¹ pracê. Wêdruj¹c z nim po angielskiej prowincji, poznajemy
ciekawe historie jego ma³ych i du¿ych pacjentów.

Zapraszam Pañstwa do wspólnej wêdrówki po matematycznych
prowincjach.

Piotr Zarzycki

Gdynia, luty–kwiecieñ 2005

Podziêkowania

Kilka osób przyczyni³o siê do powstania tej ksi¹¿ki. Chcia³bym
wyraziæ im moj¹ g³êbok¹ wdziêcznoœæ.

Panu Markowi Legutce dziêkujê za goœcinnoœæ na ³amach NiM-a,
za wiele cennych uwag. Panu Wac³awowi Zawadowskiemu jestem
wdziêczny za mobilizowanie mnie do pisania kolejnych odcinków
„Wszystkich twierdzeñ ma³ych i du¿ych”. Ostatnim, bardzo wyma-
gaj¹cym Czytelnikom maszynopisu, Pani Agnieszce Orzeszek i Panu
Wiktorowi Bartolowi, wyra¿am ogromn¹ wdziêcznoœæ za trud czyta-
nia, poprawiania i dyskutowania o tekœcie ksi¹¿ki. Ich uwagi w istot-
ny sposób wp³ynê³y na pracê nad tym tekstem i na jego ostateczny
kszta³t.
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Origami – trysekcja k¹ta
Origami to wywodz¹ca siê z Ja-

ponii sztuka zginania kartki, dziêki
której mo¿na otrzymaæ ró¿ne figu-
ry geometryczne (p³askie, przes-
trzenne). Natomiast trysekcja k¹-

ta to s³ynny problem staro¿ytnych
matematyków o podziale dowolne-
go k¹ta na trzy równe czêœci za po-
moc¹ cyrkla i linijki bez podzia³ki.

Do momentu przeczytania artyku³u Thomasa Hulla A Note on „Impo-

ssible” Paper Folding (The American Mathematical Monthly, v. 103,
nr 3, 1996) o tym, jak podzieliæ dowolny k¹t na trzy równe czêœci,
zginaj¹c odpowiednio kartkê, mój stosunek do origami okreœli³bym
jako wstrzemiêŸliwy. O origami myœla³em jako o sympatycznej, ale
matematycznie niezbyt ekscytuj¹cej zabawie. Teraz zmieni³em zda-
nie, g³ównie dziêki origami – trysekcji, która jest bardzo prosta (jej
autorstwo Hull przypisuje Japoñczykowi Hisaschi Abe). Oto ta
„konstrukcja” dla k¹ta ostrego:

Czytelnik z pewnoœci¹ zauwa¿y, ¿e z³o¿enie kartki opisane pod
œrodkowym rysunkiem powy¿ej jest mo¿liwe.
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Uzasadnienie poprawnoœci konstrukcji

Odcinek BC1 wyznacza szukany podzia³ k¹ta
na trzy równe czêœci. Dlaczego tak jest?
Trójk¹ty A BC1 1 oraz BB C1 1 s¹ przystaj¹ce, gdy¿
s¹ prostok¹tne i | | | |A C B C1 1 1 1= .
Zatem Ð = Ð =A BC C BB1 1 1 1 b.
Ponadto trójk¹ty BB C1 1 oraz BFB1 s¹ przystaj¹-
ce (dlaczego?). St¹d Ð =B BF1 b.

Informacje

1. Trysekcja dowolnego k¹ta za pomoc¹ cyrkla i linijki bez podzia³-
ki nie jest mo¿liwa, w ten sposób nie mo¿na na przyk³ad podzie-
liæ k¹ta 60°.

2. Znanych jest wiele nieklasycznych trysekcji k¹ta (nieklasycznych,
tzn. takich, które nie ograniczaj¹ siê do u¿ycia cyrkla i linijki bez
podzia³ki). Do najpiêkniejszych nale¿y konstrukcja Archimedesa:

W pó³okrêgu o promieniu r znajduje siê k¹t œrodkowy a. Na li-
nijce zaznaczamy dwa punkty w odleg³oœci r. Przyk³adamy j¹
w punkcie C tak, aby odcinek AB mia³ d³ugoœæ r. Mo¿na spraw-
dziæ, ¿e

Ð =DAB a
3
.

3. Istniej¹ origami-aksjomaty geometrii1 (patrz przypisy). Udowod-
niono, ¿e ka¿da konstrukcja geometryczna, której wykonanie jest
mo¿liwe przy wykorzystaniu tych aksjomatów jest te¿ wykonalna
za pomoc¹ cyrkla i linijki bez podzia³ki, ale nie na odwrót. Trze-
ba tutaj podkreœliæ, ¿e wœród origami-aksjomatów nie ma wyko-
rzystanej w opisanej na stronie 7 origami-trysekcji mo¿liwoœci
przenoszenia dwóch punktów na dwie proste (w trysekcji tej
punkty A i B zosta³y przeniesione na proste k i l odpowiednio).
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Kwadraty mniej magiczne
Kiedy przegl¹dam ró¿ne podrê-

czniki i zeszyty æwiczeñ do mate-
matyki, na ogó³ znajdujê w nich
kwadraty magiczne. Nie tylko zresz-
t¹ tam; kilkanaœcie lat temu w cza-
sie wizyty w Linköping (Szwecja)
podczas wyk³adu z nauczania ma-
tematyki na tablicy pojawi³ siê
kwadrat magiczny. Kiedyœ natkn¹-

³em siê na numer specjalny wêgierskiego czasopisma ,,KöMaL” (li-
piec 96) i tam poœwiêcono wiele miejsca kwadratom magicznym.
Epidemia? Magia? Do tytu³u tej czêœci nawi¹zuje rysunek – impresja
na temat s³ynnej ,,Melancholii” Albrechta Dürera.

Klasyczne kwadraty magiczne

Kwadraty magiczne znane s¹ od dawna. Najstarsza wzmianka
o nich pochodzi z V wieku p.n.e. Ten pierwszy znany kwadrat ma-
giczny przedstawiamy poni¿ej (po lewej stronie); jest to tzw. kwa-
drat Lo Shu.

Có¿ to zatem jest kwadrat magiczny? Jest to kwadratowa tabliczka
o wymiarze n n´ z wpisanymi liczbami 1, 2, … a¿ do n2 w taki spo-
sób, ¿e sumy liczb w ka¿dym wierszu, w ka¿dej kolumnie i na obu
przek¹tnych s¹ takie same. O takich kwadratach bêdziemy dodat-
kowo mówiæ klasyczne. Klasyczne kwadraty magiczne istniej¹ dla
ka¿dego n = 1 3 4 5, , , , . . .
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O metodach ich konstruowania mo¿na przeczytaæ w piêknej
ksi¹¿ce Szczepana Jeleñskiego Lilavati. Niektóre sposoby budowa-
nia kwadratów magicznych to … „magia” i naprawdê bardzo cieka-
wa matematyka.

Spróbujemy teraz wyjaœniæ fenomen wielkiej popularnoœci kwa-
dratów magicznych. Po pierwsze – sformu³owanie problemu, bar-
dzo proste, zrozumia³e dla laika (pewnie dlatego kwadratami magi-
cznymi zajmuj¹ siê dzieci ju¿ w pierwszych klasach szko³y podsta-
wowej); po drugie – mamy tu tylko dodawanie, najprostsze z czte-
rech podstawowych dzia³añ arytmetycznych. A wiêc problem i cie-
kawy, i ³atwy w sformu³owaniu. Ale to nie koniec; przecie¿ konstru-
kcja klasycznego kwadratu magicznego 3 ´ 3 (bêdziemy te¿ u¿ywaæ
okreœlenia stopnia trzeciego) to przyk³ad:

a) dowodu matematycznego,

b) pracy metod¹ prób i b³êdów,

c) ró¿norodnoœci rozwi¹zañ (metoda prób i b³êdów, dowód kom-
binatoryczny, rozwi¹zanie przy pomocy uk³adu równañ, za-
bawny „dowód magiczny”: w œrodku kwadratu powinna byæ
liczba 5, bo wœród liczb 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ta w³aœnie liczba
jest poœrodku),

d) ³atwego uogólniania problemu (zamiast liczb mog¹ pojawiæ
siê wielomiany, wyra¿enia algebraiczne).

Ale to jeszcze nie koniec dydaktycznych zalet kwadratów magicz-
nych. Nieistnienie klasycznego kwadratu magicznego stopnia dru-
giego (2 2´ ) to przyk³ad prostego dowodu nie wprost. A co z in-
nymi figurami? Czy istniej¹ magiczne trójk¹ty, piêciok¹ty, szeœcio-
k¹ty, szeœciany, ...? Jak je zdefiniowaæ? Mnóstwo pytañ i ciekawych
zadañ.

Kwadraty „mniej magiczne”

Zajmowaæ siê bêdziemy kwadratami magicznymi, których ele-
mentami mog¹ byæ dowolne liczby rzeczywiste (nazywiemy je ¿ar-
tobliwie mniej magicznymi). Liczby w kwadratach mniej magicz-
nych mog¹ siê powtarzaæ. W trakcie badania kwadratów mniej ma-
gicznych pojawi siê wa¿ne twierdzenie z algebry liniowej dotycz¹ce
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uk³adów równañ liniowych, bowiem poszukiwanie kwadratów
mniej magicznych danego stopnia sprowadza siê do rozwi¹zywania
uk³adów równañ liniowych.

Zacznijmy od kwadratów magicznych stopnia drugiego (mniej
magicznych). Szukaj¹c postaci ogólnej takiego kwadratu z zadan¹
sum¹ s , otrzymujemy uk³ad 6 równañ liniowych z czterema niewia-
domymi:

(*) =

+ =

+ =

+ =

+ =

+ =

+ =

ì

í

ï
ï

x x s

x x s

x x s

x x s

x x s

x x s

1 2

3 4

1 3

2 4

1 4

2 3

ï

î

ï
ï
ï

£atwo sprawdziæ, ¿e przy danym s powy¿szy uk³ad ma tylko jed-
no rozwi¹zanie:

x x x x s
1 2 3 4 2

= = = =

Jaka bêdzie postaæ ogólna kwadratu mniej magicznego stopnia
trzeciego (3 3´ ) z zadan¹ sum¹ s ?

Szukaj¹c tej postaci, otrzymujemy 8 równañ liniowych z 9 niewia-
domymi.
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