Grazyna Rygat, Arkadiusz Bryll

Zadania z btyskiem

Rozwigzywanie zadann matematycznych
metodami geometrycznymi i algebraicznymi

D

OPOLE
Wydawnictwo NOWIK Sp.j.
2015



REDAKCIJA
Wydawnictwo NOWIK

SKEAD KOMPUTEROWY I RYSUNKI
Barbara Kwasnicka

PROJEKT OKLADKI
Tomasz Fronckiewicz

ISBN: 978-83-62687-79-4

Wydanie pierwsze, Opole 2015

© Copyright by Wydawnictwo NOWIK Sp.j.
Al Wydawnictwo Nowik Sp.j. 45-061 Opole, ul. Katowicka 39/104

Wszelkie prawa zastrzezone. Rozpowszechnianie bez zgody Wydawcy catosci publikacji lub jej
fragmentow w jakiejkolwiek postaci jest zabronione. Kopiowanie metoda kserograficzna, fotograficzna,
umieszczanie na nosnikach magnetycznych i optycznych i innych narusza prawa autorskie niniejszej
publikacji.

Kserowanie zabija ksiazki!

Szanowny Czytelniku, jesli chcesz wyrazi¢ swoja opini¢ na temat tej publikacji, prosimy o kontakt mailowy
matma@nowik.com.pl lub wypehienie formularza na naszej stronie www.nowik.com.pl

Wydrukowane w Polsce

Szczegotowe informacje o naszych publikacjach na www.nowik.com.pl

Dystrybucja:

Wydawnictwo NOWIK Sp.j. Biuro Handlowe:

45-061 Opole, ul. Katowicka 39/104

Tel./fax 77 454 36 04

http://www.nowik.com.pl e-mail: biuro@nowik.com.pl



Spis tresci

Od autorow
Rozdziat 1.
Rozdziat 2.
Rozdziat 3.

Rozdzial 4.

Rozdziat 5.
Rozdziat 6.
Rozdziat 7.
Rozdziat 8.

Rozdziat 9.
Rozdziat 10.
Bibliografia

................................................................. 5
Zadania zblyskiem. .. ... ... 7
Metoda figur rownowaznych . ........ ... .. L 16
Metody wektorowe rozwiazywania zadan dotyczacych roztworow,

MIESZANIN 1 SEOPOW .+ . o e ettt et et ettt et e et 22
Wykorzystanie wykresu funkcji do rozwiazywania

zagadnief algebraicznych . ....... ... . L 38
Metody rozwiazywania zadan dotyczacychruchu ............ ... ... .. ... 53
Wykorzystanie pojecia srodka cigzkosci .. ... ... o 73
GEeometryCzne SUMOWANIC . ..o v vttt ettt ettt et et e s 81
[lustracja geometryczna niektorych pojgc i zwiazkow.

Zadania dotyczace $redniej harmonicznej ........... ... .. L. 86
KotaEulera ...... ... 93
Problematykarozna .. ... ... . 103
................................................................ 112






Od autorow

Wiedza matematyczna, jaka przekazujemy uczniom jest elementem niezbgdnym w wy-
konywaniu wielu zawodow. Rozwiazywanie zadan przygotowuje uczniow do przyszie-
go prawidlowego i samodzielnego rozwiktania wielu probleméw. Ksztattowanie intuicji
geometrycznych podczas rozwiazywania zadan metodami geometryzacji pozwala ucz-
niom poznaé ciekawe i szybkie metody dojscia do wyniku. Kazde zadanie ma swoja lo-
giczna konstrukcjg i zrozumienie jej, pomoze w szybkim i poprawnym rozwigzaniu.

Istnieja dwie gtdéwne drogi przyswajania przez uczniéw wiedzy matematycznej — dro-
ga algebraiczna i droga geometryczna. Intuicje algebraiczne u uczniéw szkdét gimna-
zjalnych i ponadgimnazjalnych sa mniej rozwinigte anizeli intuicje geometryczne. Natu-
ralnym jest przejscie od poje¢ o charakterze pogladowym do poje¢ o charakterze abstra-
kecyjnym. Wazne jest oczywiscie, kiedy mozna rezygnowac z upogladowienia matema-
tyki 1 przej$¢ na drogg abstrakcji. Na poziomie nauczania $redniego upogladowienie ma-
tematyki jest jednak konieczne. Wiele zadan matematycznych sprawia duzy ktopot, gdy
rozwiazuje si¢ je na drodze czysto algebraicznej i klopot ten zmniejsza si¢ lub znika,
gdy wybiera si¢ droge geometryczna.

Autorzy proponuja wcigz mato popularne, geometryczne metody rozwiazywania za-
dan. Niektore przyktady rozwiazano réznymi metodami, aby przekona¢ i zacheci¢ do
poszukiwan najprostszych rozwiazan.

Opracowanie zawiera rowniez szereg zadan nietypowych. Materiat moze by¢ wyko-
rzystany bezposrednio w pracy lekcyjnej, w pracy z uczniami o uzdolnieniach matema-
tycznych, w kotach matematycznych oraz w przygotowaniach do konkursow i olimpiad
matematycznych. Jest to tez doskonaty material do rozwijania zainteresowan uczniow
naukami matematycznymi.

Dedykujemy te pozycje nauczycielom matematyki szkoét ponadgimnazjalnych przy-
gotowujacych uczniow do matury z matematyki, ale tez nauczycielom szkot gimna-
zjalnych prowadzacych zajecia z uczniami uzdolnionymi matematycznie.






Rozdziat 1
Zadania z btyskiem

W rozdziale tym podajemy zadania, ktére wymagaja raczej btyskotliwosci i spostrze-
gawczosci, anizeli skomplikowanych rozumowan czy obliczen.
Zadania

1.1. Jak nalezy skierowac¢ piteczke umieszczona na obwodzie stotu w ksztatcie okregu,
aby po n odbiciach od bandy powrocita do punktu wyjsciowego?

1.2. Bilg bilardowa znajdujaca si¢ na srodku stotu bilardowego nalezy skierowaé do tu-
zy W ten sposob, aby odbita si¢ ona jeden raz, dwa razy, trzy razy, cztery razy od
bandy stotu. [20]

1.3. Skierowac promien $wietlny ze zrodta Z w ten sposéb, aby po n odbiciach od lus-
ter ustawionych rownolegle trafit do celu C (rys. 1.1. a, b).

a) n=2k+1

g y
b) n=2k c
R

Rys. 1.1.a,b




1. Zadania z btyskiem Zadania

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

Figurg¢ podang na rysunku 1.2 nalezy podzieli¢ na ! ! !
dwie czesci o rownych polach za pomoca jednej — f-----f---of-mooodoooo
prostej, ktora przecina obwod tej figury w dwu we- A
ztach siatki podziatu tej figury na kwadraty. Poda¢ ‘ ‘ ‘ ‘ 1
6 sposobow takiego podziatu. [22] ISR SR AN S SN SN

fffffffffffffffffffffffff

Rys. 1.2

Czy mozna pokry¢ 31 ptytkami domina pola szachownicy w ten sposob, aby dwa
narozne pola lezace na przekatnej szachownicy byty niepokryte? Jedna ptytka do-
mina pokrywa dwa pola szachownicy.

Znalez¢ na prostej [ takie punkty P, O, aby ta- 4
mana APBQC byta najkrétsza (rys. 1.3). C

:\:::‘ .

Z wierzchotkow dwoch drzew o wysokos$ciach 4, .
1 h, metréw (h, > h,) wylatuja rOwnoczesnie z ta
samg predkoscia i najkrotsza droga dwa ptaki, aby
W tym samym miejscu jeziora rownoczesnie napic
si¢ wody. Wskaza¢ to miejsce (rys. 1.4).

Na ptaszczyznie rozmieszczonych jest 11 kot ze- 2
batych w ten sposob, ze pierwsze kolo potaczone

jest zgbami z drugim kotem, drugie — z trzecim itd. 1

Ostatnie, jedenaste koto, potaczone jest z pierw-

szym. Czy taki uktad moze obracac si¢?
(rys. 1.5). [3]
3

Rys. 1.5



Zadania 1. Zadania z btyskiem

1.9. Kwadrat o boku 8 cm rozcigto w sposob podany na rysunku 1.6 i z powstatych
cze$ci utworzono prostokat podany na rysunku 1.7. Okazato sig, ze pole kwadratu
jest rowne 64 cm” (8-8 = 64), a pole prostokata jest rowne 65 cm? (13-5 = 65).
Gdzie tkwi btad? [7, 8, 18]

C’ ) B’
c 3 B 5 5
/e
/3 5 | 3
8 ,l, i\\\ S~ /I
;o : ol
i ! /I 5
A 3 5 /
A 5
Rys. 1.6 Rys. 1.7

1.10. Dwie lokomotywy 4 i B ciagnace po 80 wagondéw spotkaly si¢ na tym samym
torze przed bocznica kolejowa (rys. 1.8).

1. Jakie manewry nalezato wykona¢, aby lokomotywy mogly kontynuowaé swoj
kurs, jezeli bocznica moze pomiesci¢ tylko 40 wagondw i lokomotywe? [8].

2. Czy mozliwe jest kontynuowanie kursu przez lokomotywy 4 i B, jezeli bocz-
nica moze pomiesci¢ tylko 20 wagondéw i lokomotywe?

3. Czy mozliwe jest kontynuowanie kursu przez lokomotywy A4 i B, jezeli ciagna
one po k£ wagondw, a bocznica moze pomiesci¢ / wagonow (/< k) i lokomo-
tywe? .

bocznica

kierunek kierunek
lokomotywy A lokomotywy B

[TTTTTTTTTTTTTITTTTITITTTTITTIT] «———

rozjazd
Rys. 1.8

1.11. System kolejowy sktada si¢ z linii gtdéwnej AB i dwdch zbiegajacych si¢ bocznic
AC 1 BC (rys. 1.9). Na bocznicach stoja wagony o numerach 1 i 2, za$ na torze
glownym znajduje si¢ lokomotywa L. Jakie
manewry musi wykona¢ lokomotywa, aby wa-
gony zamieni¢ miejscami i powroci¢ na miejs-
ce wyjsciowe, jezeli na odcinku CD (tj. odcin-
ku wspolnym dwu bocznic) moze zmiescic sig
tylko jeden wagon lub tylko lokomotywa? [8]

Rys. 1.9



1. Zadania z btyskiem Rozwigzania

Rozwigzania

1.1. W przypadku n =1 pileczke nalezy skierowa¢ wzdtuz $rednicy okrggu. Jezeli
n > 2, to pileczke nalezy skierowaé w ten sposob, aby poruszata si¢ po obwodzie
wielokata foremnego o 7 + 1 bokach, wpisanego w dany okrag (rys. 1.10)".

' Mozliwo$¢ konstrukcji wielokata foremnego $rodkami klasycznymi (tj. przy uzyciu cyrkla i linijki)
wyjasnia nastgpujace kryterium sformutowane przez K. Gaussa w roku 1801 (zob. [13]):
Warunkiem koniecznym i wystarczajacym konstruowalno$ci $rodkami klasycznymi n-kata forem-
nego (na podstawie danego jego boku lub promienia okr¢gu na nim opisanego) jest to, aby liczba n
spetniata jeden z nastgpujacych warunkow:

1° n jest liczba pierwsza postaci 2 41 (4j. liczba pierwsza Fermata), gdzie k jest liczba naturalna
(k=0,1,2, ...);
2°n=2"-n-n,-...-n,, gdzie m € N, zas n,, n,, ..., n, sa liczbami pierwszymi Fermata, réznymi,
gdyle N -{0, 1};

3° n=2",gdzier e N —{0, 1}.

W przypadku 1° liczbami pierwszymi Fermata sg liczby n = 3, 5, 17, 257, 65537 otrzymane ze wzo-
run= 22k +1dlak =0,1, 2, 3, 4. Dla k =5 otrzymujemy liczbg ztozona 4294967296 (podzielna
przez 641). Nie wiadomo, czy istnieja liczby pierwsze Fermata dla k > 5.

W przypadku 2° daja si¢ konstruowac wielokaty, ktorych liczba bokéw wyraza si¢ za pomoca ilo-
czynu n, - n, -...-n, ré6znych liczb pierwszych Fermata pomnozonego przez 2" (m € N), gdy /> 1.
Jesli/ =1,ton=2"-n,, gdzie n, jest liczba pierwsza Fermata i m € N. Majac do dyspozycji tylko
pig¢ liczb Fermata, mozemy wigc skonstruowac¢ migdzy innymi wielokaty foremne,
gdyn=3-5,3-17, ..., 5-15, 5-257, 257-65537, 3-5-17, ... oraz wielokaty foremne powsta-
jace z nich przez podwajanie liczby bokow.
Nie jest konstruowalny wielokat foremny, gdy » =9 =3 -3, bowiem liczba 9 jest iloczynem dwoch
liczb pierwszych Fermata, ale liczby te nie sq rozne.

W przypadku n =2",r € N —{0, 1} otrzymujemy kolejno kwadrat, osmiokat, szesnastokat itd.

Dla liczb naturalnych nie wymienionych w podanym wyzej kryterium mozliwe sg jedynie konstru-
kcje przyblizone wielokatow foremnych.

Dotyczy to np. wielokatow foremnych, gdy n = 7, 9, 11, 13, 14.

10
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