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Wstêp

Przy rozwi¹zywaniu zadañ matematyczno-fizycznych o ze-
garach b¹dŸ zadañ zwi¹zanych z zegarami mo¿na napotkaæ ró¿-
ne trudnoœci. Bierze siê to st¹d, ¿e zadania takie na ogó³ nie s¹ za-
daniami typowymi. Wystêpuje w nich element ruchu, w którym
wskazówki zegara (godzinowa, minutowa, sekundowa) poruszaj¹
siê z ró¿nymi prêdkoœciami.

Autorzy przygotowali niniejszy zbiór zadañ wraz z rozwi¹-
zaniami, maj¹c na uwadze nie tylko k³opoty zwi¹zane z rozwi¹-
zywaniem zadañ o zegarach, ale tak¿e zamiar popularyzacji ta-
kich zadañ jako niezwykle kszta³c¹cych. Podajemy zadania doty-
cz¹ce ró¿nych rodzajów zegarów: tradycyjnych (sprê¿ynowych
i bateryjnych), wahad³owych (wahade³) i klepsydr.

Stosowaæ bedziemy dwojaki system mierzenia czasu. Z jed-
nej strony bêdziemy mierzyæ czas w godzinach, minutach i sekun-
dach, z drugiej zaœ – wielkoœci¹ k¹ta œrodkowego, zakreœlonego
przez wskazówki zegara, w radianach.

Wartoœæ 1 radiana (skrót 1 rad) w mierze ³ukowej ma k¹t
œrodkowy oparty na ³uku okrêgu, ktorego d³ugoœæ jest równa d³u-
goœci promienia tego okrêgu. Mamy wiêc:

360 2° = π rad,

sk¹d 1
180

° = π
rad, 1 180 57 17 44rad = ° ≈ ° ′ ′′

π
. Wskazówka godzinowa

zegara zakreœla k¹t pe³ny (o mierze równej 2π rad) w czasie 12 go-
dzin. W sposób równowa¿ny mo¿na wiêc zamieniæ godziny na
radiany i na odwrót nastêpuj¹co: 12 2h rad~ π . St¹d:

1
6

h rad~ π , 1
6 60

min ~ π
⋅

rad, 1
6 602

s rad~ π
⋅

,

x xmin ~ ⋅
⋅
π

6 60
rad, 1 6

rad h~
π

, α α
π

rad h~ ⋅ 6 .
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Czêœæ I zbioru zadañ zawiera wy³¹cznie treœci zadañ. Aby
zachêciæ Czytelnika do samodzielnej pracy nad zadaniami, roz-
wi¹zania podano dopiero w Czêœci II. W ten sposób Czytelnik
bedzie mia³ okazjê porównaæ w³asne metody rozwi¹zañ z roz-
wi¹zaniami podanymi w zbiorze.

W zbiorze wystêpuj¹ zadania o ró¿nym stopniu trudnoœci.
Nie jest jednak ³atwe usystematyzowanie ich wed³ug narastaj¹-
cego stopnia trudnoœci b¹dŸ te¿ wed³ug innych kryteriów. Zda-
rza siê wiêc, ¿e zadania ³atwiejsze nastêpuj¹ niekiedy po zada-
niach trudniejszych. Zauwa¿my te¿, ¿e stopieñ trudnoœci zale¿y
nie tylko od treœci zadania, ale tak¿e od wyboru metody roz-
wi¹zania.

Do rozwi¹zania zadañ wystarcz¹ na ogó³ wiadomoœci
z matematyki i fizyki na poziomie œrednim. Niekiedy jednak
trzeba skorzystaæ z aparatu matematyki wy¿szej.

Symbolem [ ] oznaczono pozycje bibliograficzne, z których
zaczerpniêto treœci zadañ lub ich rozwi¹zania. W przypadku
zapo¿yczeñ niekiedy w sposób nieistotny zmieniono tekst za-
dania, zachowuj¹c wszystkie podane warunki. Brak symbolu [ ]
oznacza, ¿e treœci zadañ i ich rozwi¹zania pochodz¹ od autorów
niniejszego zbioru.

Ka¿da z czêœci A, B, C ma w³asn¹ numeracjê zadañ i rysun-
ków.

Autorzy bêd¹ wdziêczni za wszelkie uwagi, zw³aszcza kry-
tyczne, dotycz¹ce niniejszego zbioru zadañ, a tak¿e za udostêp-
nienie nowych zadañ, wskazanie Ÿróde³, zawieraj¹cych nowe za-
dania oraz za podanie innych sposobów rozwi¹zania zamiesz-
czonych zadañ.
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Czêœæ I.

Zadania o zegarach

Zegary tradycyjne

1 –A. Je¿eli zegar œcienny wybija godzinê VI w ci¹gu 6 sekund,
to ile czasu zu¿yje na wybicie godziny XII? [4]

2 –A. Licz¹c od godziny 12 w po³udnie w danym dniu, zegarek z cen-
tralnym sekundnikiem zatrzyma³ siê o godzinie pierwszej
po po³udniu po up³ywie 10 dób. Ile kilometrów zakreœli³
do tego czasu koniec wskazówki sekundowej, jeœli ma ona
d³ugoœæ 1,5 cm?

3 –A. Któr¹ godzinê wskazuje wskazówka godzinowa ka¿dego
z trzech zegarków podanych na rys. 1-A, je¿eli s¹ one pa-
rami styczne i maj¹ tak¹ sam¹ œrednicê?

4 –A. Dwa zegarki o tej samej œrednicyd le¿¹ na stole i s¹ styczne
zewnêtrznie (rys. 2-A). Obliczyæ pole figury le¿¹cej w trój-
k¹cie AO O1 2 na zewn¹trz zegarków, jeœli punkt A jest
punktem przeciêcia siê pó³prostych wyznaczonych przez
wskazówki godzinowe zegarków odpowiednio o godzi-
nie 200 i o godzinie 1000.
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5 –A. Zegar, spóŸniaj¹c siê, o godzinie 12 pokazuje 11 godzinê 48
minut, a o godzinie 18 pokazuje 17 godzinê i 30 minut.
Kiedy wskazywa³ w tym dniu godzinê prawid³ow¹? [9]

6 –A. W ci¹gu dnia zegarek przyspiesza o 1
2

minuty, zaœ w ci¹gu

nocy opóŸnia siê o 1
3

minuty. Rankiem 1 maja zegarek po-

kazwa³ jeszcze dok³adny czas. Od którego dnia maja ze-
garek bêdzie przyspiesza³ o 5 minut? [8]

7 –A. Zegar jest rozregulowany, jednak¿e jego wskazówki poru-
szaja siê równomiernie. O ile godzin opóŸniaj¹ siê lub
przyspieszaj¹ na dobê, je¿eli pokazuj¹ dok³adny czas: 1
raz na dobê; 2 razy na dobê; 3 razy na dobê? [1]

8 –A. Zegarek spóŸnia siê co godzinê o 2 minuty. W pewnej chwi-
li wed³ug czasu radiowego jest godzina 12. Kiedy zegarek
wska¿e godzinê 12, je¿eli 5 godzin temu wskazywa³ do-
k³adny czas? [10]

9 –A. Zegar chodzi dobrze, ale Ÿle wybija godziny: nie wybija go-
dziny dwunastej, lecz po wybiciu godziny jedenastej wy-
bija godzinê pierwsz¹. Wskutek tego z bicia zegara rzadko
mo¿na dowiedzieæ siê, która godzina jest w rzeczywis-
toœci. Ale czasem zdarza siê, ¿e zegar wybije prawid³ow¹
godzinê. Tak by³o w poniedzia³ek o godzinie dziesi¹tej ra-
no – zegar wybi³ godzinê dziesi¹t¹. Kiedy zegar znów wy-
bije rzeczywist¹ godzinê? [10]

10 –A. Jeden z najwiêkszych filozofów niemieckich, Immanuel
Kant (1724–1784), profesor Uniwersytetu Królewieckiego,
by³ samotnikiem, starym kawalerem. Prowadzi³ on tak re-
gularny ¿ywot, ¿e obywatele królewieccy sprawdzali ze-
garki, gdy tylko zobaczyli go wychodz¹cego z domu i spiesz-
nie pod¹¿aj¹cego na wyk³ad do uniwersytetu. Pewnego wie-
czora Kant z przera¿eniem zobaczy³, ¿e jego œcienny zegar
stoi nienakrêcony. Widocznie s³u¿¹cy, którego przyj¹³ na
s³u¿bê poprzedniego dnia nie wiedzia³, ¿e ma go nakrêciæ.
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Zegary wahad³owe

Wahad³o matematyczne – to uk³ad z³o¿o-
ny z punktu materialnego, zawieszonego
w nieruchomym punkcie na niewa¿kiej i nie-
rozci¹gliwej nici (lub prêcie), przy czym ten
punkt materialny wykonuje ruch w p³asz-
czyŸnie pionowej pod wp³ywem w³asne-
go ciê¿aru (rys. 1-B).

Przyjmujemy, ¿e sinα α≈ , l x≈ , dla ma-

³ychα. Okres drgañ: T l
g

=2π .

Wzór ten mo¿na uzasadniæ nastêpuj¹co: wartoœæ przyspieszenia

a (rys. 1-B) w ruchu wahad³owym wynosi a g g x
l

= = ⋅sinα , zaœ

w ruchu harmonicznym wynosi a x x
T

=⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅ = ⋅2

2
2π ω , gdzie ω jest

czêstotliwoœci¹ k¹tow¹ (ko³ow¹). Mamy wiêc g xx
l T
⋅ = ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅2

2
π ,

sk¹d 2π
T

g

l
= , czyli T l

g
=2π .

Wahad³o sekundowe to wahad³o o okre-
sie T =1s. Niekiedy dla wahad³a sekun-
dowego przyjmuje siê T =2s.

Wahad³o fizyczne – to uk³ad z³o¿ony z cia-
³a sztywnego, wykonuj¹cego drgania pod
wp³ywem dzia³ania w³asnego ciê¿aru wo-
kó³ nieruchomej osi poziomej, nie prze-
chodz¹cej przez œrodek ciê¿koœci (rys. 2-B).

94 Rozwi¹zania zadañ

B

l

x

l

g
a

a

O

α

α 1

P = mg.....

Rys. 1-B

S

d

x

g a

a

O

α

1

O
1

l

P = mg.....

Rys. 2-B

~



Dla ma³ych wahañα przyjmujemysinα α≈ , l x≈ (rys. 2-B). Okres

wahañ: T
J

mgd
=2π , gdzie

J – moment bezw³adnoœci cia³a wzglêdem osi wahania O,
d – odleg³oœæ œrodka ciê¿koœci S od punktu O.

Wzór na okres drgañ dla wahad³a fizycznego mo¿na otrzymaæ
nastêpuj¹co. Ruch obrotowy wykonywany jest przez si³ê P1

o wartoœci P P1 = sinα. Wartoœæ momentu tej si³y wzglêdem osi O
wynosi ( sinP dα) ⋅ . Wartoœæ momentu si³y równa jest iloczynowi

momentu bezw³adnoœci J przez przyspieszenie k¹towe γ (γ = a
d

,

gdzie a jest przyspieszeniem liniowym).

Mamy wiêc ( sin )P d Jα γ⋅ = ⋅ . Poniewa¿ sinα α≈ = x
d

(dla ma³ych

α), zatem P d Jx
d

a
d

⋅ ⋅ = ⋅ , czyli a x
mgd

J
= ⋅ . W ruchu harmonicznym

mamy a x
T

=⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅2

2
π , zatem 2

2
π

T

mgd

J
x x⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅ = ⋅ , sk¹d T

J

mgd
=2π .

Zredukowana d³ugoœæ wahad³a fizycznego lr wzglêdem osi
obrotu, to d³ugoœæ wahad³a matematycznego maj¹cego ten sam

okres drgañ co dane wahad³o fizyczne. Z warunku
g

l

mgd

J
=

otrzymujemy lr

J

md
d= 〉 . Œrodek O1 (rys. 2-B) wahañ wahad³a fi-

zycznego le¿y na prostej OS w odleg³oœci OO lr1 = .

Je¿eli do uk³adu drgaj¹cego (wahad³a) nie doprowadzamy ener-
gii, to drgania stopniowo zanikaj¹, ich amplituda maleje i uk³ad
przechodzi w stan spoczynku. W zegarach wahad³owych dla
unikniêcia t³umienia, drgania niegasn¹ce otrzymuje siê dziêki
mechanizmom sprê¿ynowym lub odwa¿nikowym (ciê¿arkom),
dostarczaj¹cym energii do uk³adu.
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