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Od Autora

Ksiazka jest kontynuacja zbioru miniatur matematycznych, ktére uka-
zaty si¢ w roku 2009. Poniewaz cieszyly si¢ one powodzeniem u Czytel-
nikow, postanowilismy opublikowac¢ nowe, mam nadziejg, ze rownie cie-
kawe zagadnienia dotyczace geometrii, teorii liczb, algebry, trygonome-
trii, rachunku prawdopodobienstwa i analizy matematycznej. Wigkszos¢
poruszanych tematow jest napisanych w formie artykutow. Niektore z nich
byly zamieszczone na famach czasopism ,,Matematyka” i ,,Magazyn Mi-
losnikow Matematyki”.

Mam nadziejg, ze Czytelnik z checia pozna przedstawione tu matema-
tyczne szkice 1 stwierdzi, ze matematyka moze by¢ zajmujaca dziedzing
wiedzy.

Witold Bednarek



Co jest wigksze?

Ktory z obszarow ma wigksze pole: szary czy biaty?
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Pole obszaru szarego jest rowne polu obszaru bialego we wszystkich

przedstawionych przyktadach. Nie trzeba przy tym trudzi¢ si¢ zmudnymi
rachunkami — mozna to zrobi¢ ,,za jednym zamachem”.

Niech B oznacza, w zalezno$ci od przyktadu, pole matego biatego:
potkola, trojkata rownobocznego lub trapezu rownoramiennego. Wow-
czas pole catego obszaru bialego wynosi oczywiscie

P, =6B.

Pole duzego poétkola (trojkata rownobocznego, trapezu rownoramien-
nego) wynosi 9B, gdyz skala podobienstw matych i duzych figur jest
rowna 3. Zatem pole obszaru szarego wynosi

P =9B-3B=68B.
Wobec tego P =P.
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Podziat trapezu

Rozwazmy trapez ABCD podzielony przez przekatne na cztery trdj-
katy o polach P, P,, P,, P, (rys. 1):
D, _\C

Rys. 1

Pola trojkatow ABC i ABD sa rowne (dlaczego?), a zatem
P+P =B+P,, skad

(M) P =P,

Rozwazmy teraz dowolny czworokat wypukly ABCD (rys. 2):

Rys. 2

Poniewaz trojkaty 4BO i CBO maja taka sama wysokos$¢ poprowa-
dzona z wierzchotka B, wigc stosunek ich pol jest rowny stosunkowi ich
podstaw:

B _|40]
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Rozkiady dwumianow

Zachodza nastepujace rozktady dwumianu x" —1 dla kolejnych liczb
naturalnych n:

x' —1=x-1,

xP=1=(x-1)-(x+1),

X =l=(x—=1)-(x*+x +1),

xt=1=(x=1)-(x +1)-(x* +1),

X =l=(x-1)-(x" +x’ +x* +x +1),

X =1=(x-1)-(x+1)-(x* =x +1)-(x* +x +1),
x'=1=(x-1)-(x*+x° +x* +x +x* +x +1),

X —l=(x —1)-(x +1)- (x> +1)-(x* +1), itd.

Podane rozktady sa ostateczne, tzn. powyzsze czynniki wielomia-
nowe sa juz nierozktadalne na wielomiany o wspotczynnikach catko-
witych.

Wielomian

n n—1
ax"+a, x" +..+ax+a, (a,#0)

nazwiemy wielomianem o matych wspotczynnikach wtedy,
gdya e€{-1,0,1} dlai=0,1,...,n.

Tak wigc przestawione rozktady sa rozktadami ostatecznymi o ma-
tych wspoétezynnikach.
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Przykiad -1
Niech p >2 bedzie liczba pierwsza. Dwumian
x" =1
rozktada sig ostatecznie na iloczyn
(x=1)-(x" " +x" 7 +... +x +1).
Widzimy tu rozktad o matych wspotczynnikach, przy czym drugi

czynnik jest juz nierozktadalny, co mozna udowodnic, korzystajac z nas-
tepujacego kryterium: jesli liczba pierwsza
1+ p nie dzieli a,
2° pdzelia, , a,,,..,aqa,a,,
3° p’nie dzieli a,,
to wielomian a x" +a, x""' + ... + a, + a, jest nierozktadalny.
W naszym przypadku wprowadzamy podstawienie ¢ = x —11 mamy
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Poniewaz (jak mozna tatwo wykazac) p dzieli (ij j dlai=1,.., p-1

i p’ nie dzieli (117 j = p, wigc na mocy powyzszego kryterium stwierdza-
my, ze nasz wielomian jest nierozktadalny.

Przykiad -2

Niechn =2"(k € N, k>1). Dwumian x" —1 rozktada sig na iloczyn
czynnikow nierozkladalnych z matymi wspotczynnikami:

X ol=( =) (e DD (D) (2 D).
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